Regelungs- und Systemtechnik 3 Sommer 2020

Beiblatt 11: zum Satz tGber H .-Ausgangsregler

Das Entwurfsproblem kann in den Entwurf einer Zustandsriickfithrung und eines Beobachters auf-
geteilt werden.

Nach Voraussetzung lauten die Systemgleichungen

X = AX+B1ZU+B2M
z = Cix + Dypu (1)
= Cyx + Dyiw

Mit einer Zustandsriickfithrung vom Typ u = Fx erhalten wir daraus

= (A+ ByF)x + Bjw @)
= (Cl + DlzP)x

Sei T, die Ubertragungsfunktion von w nach z. Wenden wir auf Gleichung (2) die Folgerung aus
dem Bounded-Real-Lemma an, so gilt || T2y ||c < 7 dann und nur dann, wenn es eine Losung X > 0
der algebraischen Riccati-Gleichung

1
X(A+ BoF) + (A4 BoF) X + ?XBlBI X 4 (C1+ D1oF) ' (C1 4 D1pF) =0 3)

mit stabiler Matrix A 4+ BoF + %BlBIr X gibt.

Wir vereinfachen (3) mit Hilfe der getroffenen Annahmen (iii) und (iv), d.h.

1
XA+ A"X+ XBoF + F'By X+ —XBB] X+ C| C1+C{ D; F+ F' D},C; +F' D},D1; F =0 (4)
Y ——" N—— ——

=0 =0 =I
und bekommen infolge einer quadratischen Ergdnzung
XA+ATX + %XBlBlTX — XByBy X+ C{ C;+ (F+B, X) ' (F+ By X) =0. (5)
Wihlen wir F = Fy, mit Fso = —B, X fiir die Zustandsriickfiihrung, dann ist || Tz || < 7y dann und
nur dann, wenn eine Losung X, > 0 der modifizierten algebraischen Riccati-Gleichung
XA+ AT X + %XOOB1B1TXOO — XeoB2B) Xeo + C{ C; =0 (6)

existiert mit A + %Bl B] Xe — B2B, X stabil. Dies ist Bedingung (i) im Satz.

Im néchsten Schritt konstruieren wir eine Ausgangsriickfithrung. Dazu stellen wir zunédchst fest,
dafl mit der Existenz der stabilisierenden Losung X, im iiber u = Fox geschlossenen Regelkreis
x(o0) = 0 folgt. Nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit x(0) = 0 an, dann gilt:

0/ l2(OI? — Pl ()2 dt = / 2P ~ @+ & (2" Xox) d

o0

/ (D7 = 7 llwo(®)? +2x T Xeot dt
0

/ [Cix(D)))* + lu(®) > =¥ ||w(t)]|* + 2x " Xeo (Ax + Byw + Bou) dt.
0 (iid)

1Fiir x(0) = x9 # 0 muf auf der rechten Seite x 4 Xeoxg erganzt werden.
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Umordnen und zusammenfassen von Quadraten liefert:

J =01 = 2Pl 2 ar
0

1T (CCr XA+ ATXa ) x+ [u(5)|2 = 22 [fw(8)|P +2x" Xeo (Brew + Byu) dt

(6) 1
N 7

x' <XOOB2B2TXOO — XooBlBlTXoo> x4 [[u())|* = V|w(t)||* + 2x " Xoo (Biw + Bou) dt

0\8 0\8 0\8 0\8

1
1By Xeox (1) 2 — . |Bf Xeox(D)[|* + [[u(t) > = v*[lw(t) | + 2x " Xoo (Biw + Bout) dt

1
7

1B Xeox (1) || + [[u ()| + 22" XeoBou — — || By Xeox (1) |* = 7*w(t)||* +2x " XeoByw dt

[ee]

= / HBzTXoox(t) + u(if)”2 - fysz(t) - %BIXOOx(t)HZ dt
0

Wir fithren die neuen Grofien v und r gemafl den Beziehungen

0 = U+ By XeoX = U — FooX (7)
r:w—izBwax. (8)
Y
ein, haben also oben gezeigt, daf3
J 101 =Pl de = [ o)l = v (2) | de. ©)
0 0

Mit der Interpretation der Ho-Norm als £,-Verstarkung

J =1 at < Tl [ o)) at
0 0

folgt aus Gleichung (9) auch, dafs
HTszoo <9 <= HTeroo <. (10)

In den neuen Grofien driickt sich (1) nunmehr aus als

X = (A+ %BlBlTXoo) X+ Bir + Bou
v = —Fux+4u (11)
y (Z:) sz + D21T

Der Ursprung x = 0 dieses Systems ist fiir 7 = 0 und u = —B, XX asymptotisch stabil, wenn

A+ 5B1B{ Xeo — B2B, X stabil ist.

Weiterhin kann man aus (9) sofort ersehen, das r = 0, d.h. w = %BlT Xoox, die Wirkung auf den

Ausdruck [ [|z(t)||* — *|Jw(t)||* dt maximiert und daB v = 0, d.h. u = Fex, die Wirkung mini-
miert (Sattelpunktproblem). In diesem Sinne ist die getroffene Wahl des Regelgesetzes bei beliebigen
Storungen die beste Wahl, wenn die Zustdnde bekannt sind.
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Zur Schiatzung des Zustands £ in der Riickfithrung u = F..% setzen wir einen Luenberger-Beobachter
bzgl. des Systems (11) im ,,schlimmsten” Fall an (r = 0), d.h. wéihlen den Ansatz

%= <A+%B1B1TXOO> 2+ Bou+ L(Co% — y) (12)
und erhalten mit dem Schétzfehler e := x — £ die Fehlerdynamik

¢ — (A + L B1BJ Xeo + LC2> e+ (By + LDy)r

U0 = —rIf.

(13)

Im Beobachteransatz ist noch die Beobachterverstarkung L zu wihlen.

Nach Beziehung (10) gilt mit || To||e < ¥ dquivalent auch || Ty || < 7. Somit schlieBen wir aus der
Folgerung zum Bounded-Real-Lemma, daff genau dann wenn ||Tz,||« < 7, es eine Matrix Y > 0
gibt, welche die algebraische Riccati-Gleichung bzgl. (13) in der Form

1 1 1
Y(A+?B1B1TXOO +LCy) "+ (A+?B1B1TXOO +LCy)Y + ?YF;POOY + (By+LDy ) (Bi+LDy) =0

(14)
16st.

Unter Verwendung von Annahme (iv) und einer quadratischen Ergdanzung zeigt man, daf3 diese
Gleichung dquivalent zur Riccati-Gleichung

1 1 1
Y(A+?3131XW)T+ (A+?B1B1TXOO)Y+ ?YF;FOOY—F BiB{ —YC, CoY + (L+YC) )(L+YC, ) ' =0

(15)
ist.

In Anlehnung an die Wahl der Zustandsriickfithrung wéhlen wir nun die Beobachterverstarkung zu
L = —YC, und erhalten
1 1 1
Y(A+ ?B1B1TXOO)T +(A+ ?B1B1TXOO)Y + ?YFOZFOOY + BBl —YC,GY=0  (16)

Wenn man nun F,, = — BZT Xo ersetzt und B, unter Verwendung von Riccati-Gleichung (6) eliminiert,
erhélt man mit Hilfe der Transformation

1 _1
Y = <I — ?XOOYOO> Yoo

aus obiger Gleichung die algebraische Riccati-Gleichung in der Form von Bedingung (ii) des Satzes
(langliche Rechnung).

Da die Matrix XYoo symmetrisch und positiv semidefinit ist, also nicht-negative Eigenwerte hat,
gibt es die in der Transformation auftretende Inverse genau dann, wenn fiir den Spektralradius gilt

p(XeoYeo) < 27

Mit der Notation L = —YCZT = —ZL,C,Y(X,CZT = Zos Lo wie im obigen Satz erhalten wir letztendlich
den H-Ausgangsregler in der Form
£ = (A+LBiBXa) 24 Baui + ZooLeo(Co — ) a7
- - Oofl

was offensichtlich der Realisierung des ,,Central Controller” gemaf3 des Satzes entspricht.
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